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矩形上全组合偏差的极值问题

冯小高,刘初玥,唐茹月
(西华师范大学 数学与信息学院,四川 南充637002)

摘 要:根据Kalaj在圆环上给出的全组合偏差定义,给出了矩形上全组合偏差和组合偏差的定义.同时,在
从矩形到矩形上并保持端点的所有同胚映射类中,分别考虑了组合偏差和全组合偏差的极值问题,利用面积

长度方法和均值不等式证明了仿射映射为此两类极值问题的唯一解.该结果推广了相关文献的结果.
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Theextremalproblemfortotalcombineddistortionbetweenrectangles

FENGXiaogao,LIUChuyue,TANGRuyue
(CollegeofMathematicandInformation,ChinaWestNormalUniversity,Nanchong637002,China)

Abstract:OnthebasisoftotalcombineddistortiondefinedbyKalaj,wegavethedefinitions
oftotalcombineddistortionandcombineddistortionbetweenrectangles.Meanwhile,in
viewofarealengthmethodandmeaninequality,weconsideredtheextremalproblemsfor
combineddistortionandtotalcombineddistortionofdeformationbetweenrectangleskeeping
verticesrespectively,andobtainedaffinemappingistheuniqueextremalmapping.This
extendedthemainresultobtainedbytheotherauthor.
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在20世纪40年代,Teichmüller研究了极值拟共形映射,从此产生了Teichmüller空间理论.
Grötzsch[1]提出了著名的Grötzsch极值问题并利用面积长度方法解决了此问题.随后,很多学者对极

值问题进行了研究和推广.Astala等[2-3]将Grötzsch极值问题推广到线性偏差函数和偏差函数的L1

可积的情形及圆环上对应的情形.Martin等[4]及Feng等[5]对其他一些更一般情形进行了研究.
Iwaniec等[6]研究了圆环上关于全偏差的极值问题.Chen等[7]把该结果推广到高维情形.冯小

高[8]也研究了矩形上的对应情况.Kalaj[9]研究了更一般的关于全组合能量的极值问题.
论文在文献[6,8-9]的研究基础上,给出矩形上组合偏差和全组合偏差极值问题解的存在性和唯

一性.



1 准备工作

对两不同的正常数l和L,Q1=[0,l]×[0,1]和Q2=[0,L]×[0,1]为复平面上两个矩形.假设

(Q1,Q2)表示从矩形Q1到矩形Q2并保持端点的所有同胚映射的集合.
定义1 对实数a>0和b>0,h∈ (Q1,Q2),称积分

E[a,b](z,h)=∬
Q1

(a2 hx
2+b2 hy

2)dxdy (1)

为映射h的组合能量.
注1 根据定义易知,当a=b=1时,(1)为经典的Dirichlet能量.
定义2 对实数a>0和b>0,h∈ (Q1,Q2),称积分

K[a,b](z,h)=∬
Q1

a2|∇Reh|2+b2|∇Imh|2

J(z,h) dxdy=∬
Q1

a2|∇u|2+b2|∇v|2

J(z,h) dxdy (2)

为映射h的组合偏差,其中:h(z)=u(x,y)+iv(x,y),z=x+iy,∇u和∇v分别表示u(x,y)和
v(x,y)的梯度.

注2 当a=b=1时,称
|∇Reh|2+|∇Imh|2

J(z,h) =|∇u|2+|∇v|2

J(z,h) =
1
2

|hz|2+|hz|2

J(z,h)
为映射h的偏差函数.

定义3 对实数a>0和b>0,h∈ (Q1,Q2),称积分

Λ[a,b](h,h-1)=α∬
Q2

a2|∇Imh-1|2+b2|∇Reh-1|2

J(w,h-1) dudv+

β∬
Q1

a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) dxdy (3)

为映射h的全组合偏差,其中:h-1为h的逆映射,w=u+iv,α和β为正实数,J(z,h)为h的Jacobi
行列式.

注3 当a=b=1时,(3)式为矩形上全偏差[8].
针对(1)~(3)式,论文主要在集合 (Q1,Q2)中研究下面3个极值问题:
(i)寻找满足 inf

h∈ (Q1,Q2)
E[a,b](z,h)的唯一极值映射h*(z).

(ii)寻找满足 inf
h∈ (Q1,Q2)

K[a,b](z,h)的唯一极值映射h*(z).

(iii)寻找满足 inf
h∈ (Q1,Q2)

Λ[a,b](h,h-1)的唯一极值映射h*(z).

问题(i)在文献[10]中已解决,并得到仿射映射h*(x+iy)=
L
lx+iy为其唯一极值映射.作者主

要研究问题(ii),(iii)极值映射的存在性和唯一性.

2 组合能量和组合偏差的关系

定理1 若h∈ (Q1,Q2),令g=h-1,那么

∬
Q2

a2|∇Img|2+b2|∇Reg|2

J(w,g) dudv=∬
Q1

(a2|hx|2+b2|hy|2)dxdy. (4)

  证明 假设h(x+iy)=w=u+iv,两边同时分别关于u和v求偏导数可得

hxxu+hyiyu=1,
hxxv+hyiyv=i. (5)
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  (5)式解得

hx =
yv-iyu

xuyv-xvyu
,

hy=
xu+ixv

xuyv-xvyu
.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

  由于

J(w,g)=xuyv-xvyu,

|∇x|2=x2u+x2v,

|∇y|2=y2u+y2v,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则根据(6)式可得

∬
Q1

(a2|hx|2+b2|hy|2)dxdy=∬
Q2

a2
y2u+y2v
J2(w,g)+

b2
x2u+x2v
J2(w,g)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 J(w,g)dudv=

∬
Q2

a2|∇y|2+b2|∇x|2

J(w,g) dudv=∬
Q2

a2|∇Img|2+b2|∇Reg|2

J(w,g) dudv,

(4)式得到,证毕.

3 组合偏差的极值问题

定理2 假设h∈ (Q1,Q2),那么

K[a,b](z,h)≥K[a,b](z,h*),
即

∬
Q1

a2|∇Reh|2+b2|∇Imh|2

J(z,h) dxdy≥∬
Q1

a2|∇Reh*|2+b2|∇Imh*|2

J(z,h*) dxdy,

等号成立的充要条件为h(x+iy)=h*(x+iy)=
L
lx+iy.

证明 由于对任意的0<y<1,有

∫
l

0
ux(x+iy)dx=u(l+iy)-u(0+iy)=L,

对上式两边同时关于y积分得

∬
Q1

ux(x+iy)dxdy=L. (7)

  同理,对任意的0<x<l,有

∫
1

0
vy(x+iy)dy=v(x+i)-v(x+0i)=1,

那么

∬
Q1

vy(x+iy)dxdy=l. (8)

  由(7)和(8)式,根据Cauchy不等式可知

a2l2+b2L2=∬
Q1

(a2lvy+b2Lux)dxdy≤∬
Q1

a2l2+b2L2 a2v2y+b2u2xdxdy≤

a2l2+b2L2∬
Q1

a2(v2x +v2y)+b2(u2x +u2y)dxdy=

a2l2+b2L2∬
Q1

a2(v2x +v2y)+b2(u2x +u2y)

J(z,h)
J(z,h)dxdy≤
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a2l2+b2L2∬
Q1

a2(v2x +v2y)+b2(u2x +u2y)
J(z,h) dxdy  

1
2

∬
Q1

J(z,h)dxdy  
1
2
=

a2l2+b2L2∬
Q1

a2(v2x +v2y)+b2(u2x +u2y)
J(z,h) dxdy  

1
2

L  
1
2. (9)

  将(9)式两边平方并整理得

∬
Q1

a2|∇v|2+b2|∇u|2

J(z,h) dxdy≥
a2l2+b2L2

L =∬
Q1

a2|∇Reh*|2+b2|∇Imh*|2

J(z,h*) dxdy,

即

∬
Q1

a2|∇Reh|2+b2|∇Imh|2

J(z,h) dxdy≥∬
Q1

a2|∇Reh*|2+b2|∇Imh*|2

J(z,h*) dxdy. (10)

  (10)式要取到等号的充要条件为(9)式中不等式取到等号,即
l=λ1vy,L=λ2ux,vx =0,uy=0,

其中:λ1和λ2为常数.
又根据初始条件u(l)=L 和v(1)=1,得到

u(x+iy)=
L
lx,v(x+iy)=y,

那么

h(x+iy)=h*(x+iy)=
L
lx+iy.

4 全组合偏差的极值问题

定理3 假设h∈ (Q1,Q2),那么

Λ[a,b](h,h-1)≥Λ[a,b](h*,h*-1),
即

α∬
Q2

a2|∇Imh-1|2+b2|∇Reh-1|2

J(w,h-1) dudv+β∬
Q1

a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) dxdy≥

α∬
Q2

a2|∇Imh*-1|2+b2|∇Reh*-1|2

J(w,h*-1) dudv+β∬
Q1

a2|∇Imh*|2+b2|∇Reh*|2

J(z,h*) dxdy,

等号成立的充要条件为h(x+iy)=h*(x+iy)=
L
lx+iy.

证明 由定理1中(4)式可得

Λ[a,b](h,h-1)=α∬
Q2

a2|∇Imh-1|2+b2|∇Reh-1|2

J(w,h-1) dudv+

β∬
Q1

a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) dxdy=

∬
Q1

α(a2|hx|2+b2|hy|2)+β
a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dxdy. (11)

  由于对正数p,q,e和f,有如下不等式

a2|hx|2+b2|hy|2≥(a2-b2p2)|hx|2+(b2-a2q2)|hy|2+2abpq|hx||hy|,(12)
a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) ≥

(a2-b2e2)|∇Imh|2+(b2-a2f2)|∇Reh|2+2abef|∇Imh||∇Reh|
J(z,h) ≥
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(a2-b2e2)|∇Imh|2+(b2-a2f2)|∇Reh|2+2abefJ(z,h)
J(z,h) . (13)

  下面分两种情形进行讨论:

情形一 在(12)和(13)式中取q=
b
a

和e=a
b
,那么对正数P 和F,有

α(a2|hx|2+b2|hy|2)+β
a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) ≥

α[(a2-b2p2)|hx|2+2b2p|hx||hy|]+β
(b2-a2f2)|∇Reh|2+2a2fJ(z,f)

J(z,h) ≥

α[(a2-b2p2)|hx|2+2b2pJ(z,h)]+β
(b2-a2f2)|∇Reh|2+2a2fJ(z,h)

J(z,h) =

α[(a2-b2p2)|hx|2+(a2-b2p2)P2+2b2pJ(z,h)-(a2-b2p2)P2]+

β
(b2-a2f2)|∇Reh|2+(b2-a2f2)F2J2(z,h)+2a2fJ(z,h)-(b2-a2f2)F2J2(z,h)

J(z,h) ≥

α[2(a2-b2p2)|hx|P+2b2pJ(z,h)-(a2-b2p2)P2]+

β
2(b2-a2f2)|∇Reh|FJ(z,h)+2a2fJ(z,h)-(b2-a2f2)F2J2(z,h)

J(z,h) . (14)

  对(14)式两边同时积分得

Λ[a,b](h,h-1)=α∬
Q1

(a2|hx|2+b2|hy|2)dxdy+β∬
Q1

a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) dxdy≥

α2(a2-b2p2)P∬
Q1

|hx|dxdy+2b2p∬
Q1

J(z,h)dxdy-(a2-b2p2)P2∬
Q1

dxdy  +
β2(b2-a2f2)F∬

Q1

|∇Reh|dxdy+2a2f∬
Q1

dxdy-(b2-a2f2)F2∬
Q1

J(z,h)dxdy  ≥
α2(a2-b2p2)PL+2b2pL-(a2-b2p2)P2l  +β2(b2-a2f2)FL+2a2fl-(b2-a2f2)F2L  .

(15)

  在(15)式中取p=
l
L
,P=L

l
,f=

l
L

和F=1,那么(15)式变为

Λ[a,b](h,h-1)≥Λ[a,b](h*,h*-1).

  情形二 在(12)和(13)式中取p=
a
b

和f=
b
a
,那么对正数Q 和E,有

α(a2|hx|2+b2|hy|2)+β
a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) ≥

α[(b2-a2q2)|hy|2+2a2q|hx||hy|]+β
(a2-b2e2)|∇Imh|2+2b2eJ(z,f)

J(z,h) =

α[(b2-a2q2)|hy|2+(b2-a2q2)Q2+2a2qJ(z,h)-(b2-a2q2)Q2]+

β
(a2-b2e2)|∇Imh|2+(a2-b2e2)E2J2(z,h)+2b2eJ(z,h)-(a2-b2e2)E2J2(z,h)

J(z,h) ≥

α[2(b2-a2q2)|hy|Q+2a2qJ(z,h)-(b2-a2q2)Q2]+

β
2(a2-b2e2)|∇Imh|EJ(z,h)+2b2eJ(z,h)-(a2-b2e2)E2J2(z,h)

J(z,h) . (16)

  对(16)式两边同时积分得

Λ[a,b](h,h-1)=α∬
Q1

(a2|hx|2+b2|hy|2)dxdy+β∬
Q1

a2|∇Imh|2+b2|∇Reh|2

J(z,h) dxdy≥

α2(b2-a2q2)Q∬
Q1

|hy|dxdy+2a2q∬
Q1

J(z,h)dxdy-(b2-a2q2)Q2∬
Q1

dxdy  +
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β2(a2-b2e2)E∬
Q1

|∇Imh|dxdy+2b2e∬
Q1

dxdy-(a2-b2e2)E2∬
Q1

J(z,h)dxdy  ≥
α2(b2-a2q2)Ql+2a2qL-(b2-a2q2)Q2l  +β2(a2-b2e2)El+2b2el-(a2-b2e2)E2L  .

(17)

  在(17)式中取q=
L
l
,Q=1,e=L

l
和E=l

L
,那么(17)式变为

Λ[a,b](h,h-1)≥Λ[a,b](h*,h*-1). (18)
  由(12)~(14)和(16)中取等号,可知(18)式取等号的充要条件为

h(x+iy)=h*(x+iy)=
L
lx+iy.

  注4 定理3中若a=b=1,该结果刚好为文献[8]中的结果.
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