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有限混合费希尔分布极值密度函数的渐近性质

韦 杰,曾 萍
(贵州中医药大学 信息工程学院,贵州 贵阳550025)

摘 要:设有限混合费希尔分布的分布函数由F(x)=∑
r

k=1
pkFk(x)确定,通过对有限混合费希尔分布尾部表

达式的精确展开,判断了在线性赋范和幂赋范条件下的极值分布类型分别为F∈Dl(Φv1/2
)和F∈Dp(Φ1).

基于有限混合费希尔分布极值分布的渐近展开式,推导出在线性赋范和幂赋范两种不同条件下极值密度函

数收敛的高阶渐近展开式,得到有限混合费希尔分布极大值密度收敛到Fréchet极值分布密度的结论.
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Abstract:Inthispaper,letF(x)=∑
r

k=1
pkFk(x)denotethedistributionfunctionofmixed

Fisherdistribution.Bytheexactexpansionofitsdistributionaltailrepresentation,we
derivedtheextremevaluedistributiontypesF∈Dl(Φv1/2

)andF∈Dp(Φ1)underlinearand
powernormalization.Basedontheasymptoticexpansionoftheextremevaluedistributionof
mixedFisherdistribution,wededuceditsthehigher-orderasymptoticexpansionofthe
convergenceoftheextremevaluedensityfunctionundertwodifferentconditionsoflinear
andpowernormalization,andobtainedtheconclusionthatthemaximumdensityofmixed
FisherdistributionconvergestotheFréchetextremevaluedistributiondensity.
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自然界中的一些极端事件虽然发生的概率很小,但一旦发生将会严重影响人类生活,甚至会改变自

然规律,因此致力于探索极端事件发生的规律,是学者们探讨并解决的重要问题.极值理论是一种描述

和研究极值事件统计规律的方法,Fisher等[1]提出了在线性赋范条件下极值分布渐近理论的极值类型

定理,Gnedenko[2]对极值类型定理进行了严格证明.极值类型定理奠定了对极端事件的研究基础,极值

理论也得到了快速发展.极值分布吸引场判定、极值分布展开和收敛速度问题是极值理论近年来研究的



热点问题,学者们进行了一系列深入而系统的研究[3-7].在极值分布研究基础上关于密度函数和幂的展

开及收敛性问题的研究结果也很丰富.Peng等[8]建立了幂赋范条件下的极值密度和极值矩的收敛速

度.Peng等[9]对偏t分布的极值性质进行研究,建立了规范化最大值的概率密度和分布函数的高阶展

开式.Liao等[10]建立了独立同分布的偏正态随机序列在最优规范化常数下最大值和最小值联合分布及

密度函数的高阶渐近展开式.Xiong等[11]研究了偏正态随机序列极值幂分布函数的极限分布,建立了

分布函数的高阶渐近展开,并得到收敛速度.Zou等[12]研究了广义误差分布在不同规范化常数下极值

幂的高阶展开和一致收敛速度.
设 Tn,n≥1  为独立且有限混合费希尔分布随机变量序列,令Mn=max

1≤k≤n
Tk  表示 Tn,n≥1  的部

分最大值,有限混合费希尔分布函数由F(x)=∑
r

k=1
pkFk(x)所确定[13].文献[14]通过对有限混合费希尔

分布尾部表达式的精确展开,推导了两种条件的极值分布类型,得到线性赋范条件下F∈Dl(Φv1/2
),其规

范化常数为

an=2
2
v1n

2
v1(p1Cm1,v1

)
2
v1v

-2v11 m
-
m1+v1

v11 . (1)
  幂赋范条件下F∈Dp(Φ1),其规范化常数为

αn=2
2
v1n

2
v1(p1Cm1,v1

)
2
v1v

-2v11 m
-
m1+v1

v11 ,βn=
2
v1.

(2)

  在线性赋范条件下,定义Mn 的概率密度函数为gn(x)=nanFn-1(anx)f(anx),令Δl
n(gn,Φ'v1/2;

x)=gn(x)-Φ'v1/2(x).在幂赋范条件下,定义Mn 的概率密度函数为

hn(x)=nαnβnxβn-1Fn-1(αn x βnsign(x))f(αn x βnsign(x)),
令Δp

n(hn,Φ'1;x)=hn(x)-Φ'1(x).当n→∞时,借助文献[15]中命题2.5可以得到Δl
n(gn,Φ'v1/2;x)→

0和Δp
n(hn,Φ'1;x)→0.

论文在有限混合费希尔分布极值分布高阶渐近展开的基础上,从理论上研究了有限混合费希尔分

布极值密度函数的渐近性质,推导了有限混合费希尔分布极值密度的渐近分布,建立了在线性赋范和幂

赋范两种不同规范化常数条件下,有限混合费希尔分布规范化极值密度函数的高阶渐近展开式.研究所

得到的高阶渐近展开式能够精确地描述有限混合费希尔分布的极值密度收敛过程的详细信息.

1 主要结论

定理1 对于定义的Δl
n(gn,Φ'v1/2;x),若规范化常数an 满足(1)式,当n→∞时,有

(I)当0<v1<2,v2=2v1,令δ1=min1,
1
2
(v3-v1),v1  -12v1,有

aδ1n (a
v1
2
nΔl

n(gn,Φ'v1/2
;x)-ψ1(x)Φ'v1/2

(x))→ρ1(x)Φ'v1/2
(x),

其中:ψ1(x)=J3-E3x-v1+p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-

v1
2-x-v1).

① 当0<v1<1,2v1<v3≤3v1或1≤v1<2,2v1<v3≤v1+2,有ρ1(x)=J5-E5x-
v3
2;

② 当0<v1≤1,v3≥3v1,有ρ1(x)=J7-E3J3x-v1+p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2J6-J3x-v1-

4E3x-
3v1
2 +E3x-2v1)+p21C2

m1,v1v
-2
1 m-(m1+v1)1 (4x-v1-

10
3x

-
3v1
2 +
1
2x

-2v1)+
1
2E

2
3x-2v1;

③ 当1≤v1<2,v3≥v1+2,有ρ1(x)=J1-E1x-
v1
2-1.

(II)当0<v1<2,v2>2v1,令δ2=min1,
1
2
(v2-v1),v1  -12v1,有

aδ2n (a
v1
2
nΔl

n(gn,Φ'v1/2
;x)-ψ2(x)Φ'v1/2

(x))→ρ2(x)Φ'v1/2
(x),

其中:ψ2(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-

v1
2-x-v1).
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① 当0<v1<1,v2≥3v1,有ρ2(x)=p21C2
m1,v1v

-2
1 m-(m1+v1)1 (4x-v1-

10
3x

-
3v1
2 +
1
2x

-2v1);

② 当0<v1<1,2v1<v2≤3v1或1≤v1<2,2v1<v2≤v1+2,有ρ2(x)=J3-E3x-
v2
2;

③ 当1≤v1<2,v2≥v1+2,有ρ2(x)=J1-E1x-
v1
2-1.

(III)当v1=2,v2=4,令δ3=min
1
2
(v3-2),2  -1,有

aδ3n (anΔl
n(gn,Φ'v1/2

;x)-ψ3(x)Φ'v1/2
(x))→ρ3(x)Φ'v1/2

(x),

其中:ψ3(x)=J1+J3-(E1+E3)x-2+p1Cm1,v1m
-

m1+v1
21 (x-1-

1
2x

-2).

① 当v1=2,v2=4,4<v3≤6,有ρ3(x)=J5-E5x-
v3
2;

② 当v1=2,v2=4,v3≥6,有ρ3(x)=J2+J4+J7-(J1E1+J1E3+J3E1+J3E3)x-2-(E2+

E4)x-3+(
1
2E

2
1+
1
2E

2
3+E1E3)x-4+p1Cm1,v1m

-
m1+v1
21 (J6-

1
2J1x

-2-
1
2J3x

-2-2E1x-3-2E3x-3+

1
2E1x-4+

1
2E3x-4)+p21C2

m1,v1m
-(m1+v1)1 (x-2-

5
6x

-3+
1
8x

-4).

(IV)当v1=2,v2>4,令δ4=min
1
2
(v2-2),2  -1,有

aδ4n (anΔl
n(gn,Φ'v1/2

;x)-ψ4(x)Φ'v1/2
(x))→ρ4(x)Φ'v1/2

(x),

其中:ψ4(x)=J1-E1x-2+p1Cm1,v1m
-

m1+v1
21 (x-1-

1
2x

-2).

① 当v1=2,4<v2≤6,有ρ4(x)=J3-E3x-
v2
2;

② 当v1=2,v2≥6,有ρ4(x)=J2-J1E1x-2-E2x-3+
1
2E

2
1x-4-p1Cm1,v1m

-
m1+v1
21 (1
2J1x

-2+

2E1x-3-
1
2E1x-4)-p21C2

m1,v1m
-(m1+v1)1 (5

6x
-3-x-2-

1
8x

-4).

(V)当v1>2,v2=v1+2,令δ5=min2,
1
2
(v3-v1),

1
2v1  -1,有

aδ5n (anΔl
n(gn,Φ'v1/2

;x)-ψ5(x)Φ'v1/2
(x))→ρ5(x)Φ'v1/2

(x),

其中:ψ5(x)=J1+J3-(E1+E3)x-
v1
2-1.

① 当2<v1≤4,v2=v1+2,v3≥2v1,有ρ5(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-

v1
2-x-v1);

② 当v1≥4,v2=v1+2,v3≥v1+4,有

ρ5(x)=J2+J4+J7-(J1E1+J1E3+J3E1+J3E3)x-
v1
2-1-

(E2+E4)x-
v1
2-2+(

1
2E

2
1+
1
2E

2
3+E1E3)x-v1-2;

  ③ 当2<v1≤4,v2=v1+2,v1+2<v3≤2v1或v1≥4,v2=v1+2,v1+2<v3≤v1+4,有

ρ5(x)=J5-E5x-
v3
2.

  (VI)当v1>2,v2>v1+2,令δ6=min2,
1
2
(v2-v1),

1
2v1  -1,有

aδ6n (anΔl
n(gn,Φ'v1/2

;x)-ψ6(x)Φ'v1/2
(x))→ρ6(x)Φ'v1/2

(x),

其中:ψ6(x)=J1-E1x-
v1
2-1.

① 当2<v1≤4,v2≥2v1,有ρ6(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-

v1
2-x-v1);

② 当2<v1<4,v1+2<v2≤2v1或v1≥4,v1+2<v2≤v1+4,有ρ6(x)=J3-E3x-
v2
2;

61 安徽大学学报(自然科学版) 第48卷



③ 当v1≥4,v2≥v1+4,有ρ6(x)=J2-J1E1x-
v1
2-1-E2x-

v1
2-2+

1
2E

2
1x-v1-2.

(VII)当0<v1<v2<minv1+2,2v1  ,令δ7=min1,
1
2v1

,(v2-v1),
1
2
(v3-v1)  -12(v2-

v1),有

aδ7n (a
1
2(v2-v1)n Δl

n(gn,Φ'v1/2
;x)-ψ7(x)Φ'v1/2

(x))→ρ7(x)Φ'v1/2
(x),

其中:ψ7(x)=J3-E3x-
v2
2.

① 当0<v1≤2,
3
2v1≤v2<2v1

,v3≥2v1,有ρ7(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-

v1
2-x-v1);

② 当0<v1<2,v1<v2≤
3
2v1

,v3≥2v1 或v1≥2,v1<v2≤v1+1,v3≥v1+2,或0<v1<2,v1<

v2≤
1
2
(v1+v3),v3<2v1或v1>2,v1<v2≤

1
2
(v1+v3),v2<v3≤v1+2,有

ρ7(x)=J7-E3J3x-
v2
2 +
1
2E

2
3x-v2;

  ③ 当v1≥2,v1+1≤v2<v1+2,v3≥v1+2,有ρ7(x)=J1-E1x-
v1
2-1;

④ 当v1≥2,
1
2
(v1+v3)≤v2≤v1+2,v2<v3≤v1+2或0<v1<2,

1
2
(v1+v3)≤v2<2v1,v2<

v3≤2v1,有ρ7(x)=J5-E5x-
v3
2.

定理2 对于定义的Δp
n(hn,Φ'1;x),若规范化常数αn 和βn 满足(2)式,当n→∞时,有

(I)当0<v1<2,v2=2v1,令δ1=min1,
1
2
(v3-v1),v1  -12v1,有

aδ1n (a
v1
2
nΔp

n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨1(x)Φ'1(x))→ρ􀮨1(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨1(x)=J3-E3x-2+p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-1-x-2).

① 当0<v1<1,2v1<v3≤3v1或1≤v1<2,2v1<v3≤v1+2,有ρ􀮨1(x)=J5-E5x-
v3
v1;

② 当0<v1≤1,v3≥3v1,有ρ􀮨1(x)=J7-E3J3x-2+p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2J6-J3x-2-

4E3x-3+E3x-4)+p21C2
m1,v1v

-2
1 m-(m1+v1)1 (4x-2-

10
3x

-3+
1
2x

-4)+
1
2E

2
3x-4;

③ 当1≤v1<2,v3≥v1+2,有ρ􀮨1(x)=J1-E1x-2v1
-1.

(II)当0<v1<2,v2>2v1,令δ2=min1,
1
2
(v2-v1),v1  -12v1,有

aδ2n (a
v1
2
nΔp

n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨2(x)Φ'1(x))→ρ􀮨2(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨2(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-1-x-2).

① 当0<v1<1,v2≥3v1,有ρ􀮨2(x)=p21C2
m1,v1v

-2
1 m-(m1+v1)1 (4x-2-

10
3x

-3+
1
2x

-4);

② 当0<v1<1,2v1<v2≤3v1或1≤v1<2,2v1<v2≤v1+2,有ρ􀮨2(x)=J3-E3x-
v2
v1;

③ 当1≤v1<2,v2≥v1+2,有ρ􀮨2(x)=J1-E1x-2v1
-1.

(III)当v1=2,v2=4,令δ3=min
1
2
(v3-2),2  -1,有

aδ3n (anΔp
n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨3(x)Φ'1(x))→ρ􀮨3(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨3(x)=J1+J3-(E1+E3)x-2+p1Cm1,v1m
-

m1+v1
21 (x-1-

1
2x

-2).
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① 当v1=2,v2=4,4<v3≤6,有ρ􀮨3(x)=J5-E5x-
v3
2;

② 当v1=2,v2=4,v3≥6,有ρ􀮨3(x)=J2+J4+J7-(J1E1+J1E3+J3E1+J3E3)x-2-(E2+

E4)x-3+(
1
2E

2
1+
1
2E

2
3+E1E3)x-4+p1Cm1,v1m

-
m1+v1
21 (J6-

1
2J1x

-2-
1
2J3x

-2-2E1x-3-2E3x-3+

1
2E1x-4+

1
2E3x-4)+p21C2

m1,v1m
-(m1+v1)1 (x-2-

5
6x

-3+
1
8x

-4).

(IV)v1=2,v2>4,δ4=min
1
2
(v2-2),2  -1,有

aδ4n (anΔp
n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨4(x)Φ'1(x))→ρ􀮨4(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨4(x)=J1-E1x-2+p1Cm1,v1m
-

m1+v1
21 (x-1-

1
2x

-2).

① 当v1=2,4<v2≤6,有ρ􀮨4(x)=J3-E3x-
v2
2;

② 当v1=2,v2≥6,有ρ􀮨4(x)=J2-J1E1x-2-E2x-3+
1
2E

2
1x-4-p1Cm1,v1m

-
m1+v1
21 (1
2J1x

-2+

2E1x-3-
1
2E1x-4)-p21C2

m1,v1m
-(m1+v1)1 (5

6x
-3-x-2-

1
8x

-4).

(V)当v1>2,v2=v1+2,令δ5=min2,
1
2
(v3-v1),

1
2v1  -1,有

aδ5n (anΔp
n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨5(x)Φ'1(x))→ρ􀮨5(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨5(x)=J1+J3-(E1+E3)x-2v1
-1.

① 当2<v1≤4,v2=v1+2,v3≥2v1,有ρ􀮨5(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-1-x-2);

② 当v1≥4,v2=v1+2,v3≥v1+4,有ρ􀮨5(x)=J2+J4+J7-(J1E1+J1E3+J3E1+

J3E3)x-2v1
-1-(E2+E4)x-4v1

-1+(
1
2E

2
1+
1
2E

2
3+E1E3)x-4v1

-2;

③ 当2<v1≤4,v2=v1+2,v1+2<v3≤2v1或v1≥4,v2=v1+2,v1+2<v3≤v1+4,有

ρ􀮨5(x)=J5-E5x-
v3
v1.

  (VI)当v1>2,v2>v1+2,令δ6=min2,
1
2
(v2-v1),

1
2v1  -1,有

aδ6n (anΔp
n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨6(x)Φ'1(x))→ρ􀮨6(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨6(x)=J1-E1x-2v1
-1.

① 当2<v1≤4,v2≥2v1,有ρ􀮨6(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-1-x-2);

② 当2<v1<4,v1+2<v2≤2v1或v1≥4,v1+2<v2≤v1+4,有ρ􀮨6(x)=J3-E3x-
v2
v1;

③ 当v1≥4,v2≥v1+4,有ρ􀮨6(x)=J2-J1E1x-2v1
-1-E2x-4v1

-1+
1
2E

2
1x-4v1

-2.

(VII)当0<v1<v2<minv1+2,2v1  ,令δ7=min1,
1
2v1

,(v2-v1),
1
2
(v3-v1)  -12(v2-

v1),有

aδ7n (a
1
2(v2-v1)n Δp

n(hn,Φ'1;x)-ψ􀮨7(x)Φ'1(x))→ρ􀮨7(x)Φ'1(x),

其中:ψ􀮨7(x)=J3-E3x-
v2
v1.

① 当0<v1≤2,
3
2v1≤v2<2v1

,v3≥2v1,有ρ􀮨7(x)=p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21 (2x-1-x-2);
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② 当0<v1<2,v1<v2≤
3
2v1

,v3≥2v1 或v1≥2,v1<v2≤v1+1,v3≥v1+2或0<v1<2,v1<

v2≤
1
2
(v1+v3),v3<2v1或v1>2,v1<v2≤

1
2
(v1+v3),v2<v3≤v1+2,有

ρ􀮨7(x)=J7-E3J3x-
v2
v1+

1
2E

2
3x-

2v2
v1;

  ③ 当v1≥2,v1+1≤v2<v1+2,v3≥v1+2,有ρ􀮨7(x)=J1-E1x-2v1
-1;

④ 当v1≥2,
1
2
(v1+v3)≤v2≤v1+2,v2<v3≤v1+2或0<v1<2,

1
2
(v1+v3)≤v2<2v1,v2<

v3≤2v1,有ρ􀮨7(x)=J5-E5x-
v3
v1.

2 引理及证明

引理1[10] 设F(x)为有限混合费希尔分布的累积分布函数,则对于充分大的x>0,有

1-F(x)=2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 x-

v1
2{1+E1x-1+E2x-2+E3x-

1
2(v2-v1)+

E4x-
1
2(v2-v1)-1+E5x-

1
2(v3-v1)+O(x-ξ1)},

其中

ξ1=min3,
1
2
(v2-v1)+2,

1
2
(v3-v1)+1,

1
2
(v4-v1)  ,

E1=
v1(m1-2)
m1(v1+2)-

v1(m1+v1-2)
2m1

,

E2=
v22(m2-2)(m2-4)
m2
2(v2+2)(v2+4)-

v22(m2-2)(m2+v2-2)
2m2

2(v2+2)
,

E3=
p2Cm2,v2v-1

2m-
m2+v2
22

p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21

,

E4=
p2Cm2,v2v-1

2m-
m2+v2
22

p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21

(v2
(m2-2)

m2(v2+2)-
v2(m2+v2-2)

2m2
),

E5=
p3Cm3,v3v-1

3m-
m3+v3
23

p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21

.

  引理2 设f(x)为有限混合费希尔分布的概率密度函数,当规范化常数an 满足(1)式时,则对于

充分大的x>0,有

f(anx)=p1Cm1,v1m-
m1+v1
21 (anx)-

v1
2-1{1+B1(anx)-1+B2(anx)-2+

v2
v1E3(anx)-

v2-v1
2 +B3(anx)-

v2-v1
2 -1+

v3
v1E5(anx)-

v3-v1
2 +O(a-ξ1n )},

其中:ξ1=min3,
1
2
(v2-v1)+2,

1
2
(v3-v1)+1,

1
2
(v4-v1)  ,且

B1=-
v1(m1+v1)
2m1

,

B2=
v21(m1+v1)(m1+v1+2)

8m2
1

,

B3=-
v2(m2+v2)
2m2

p2Cm2,v2m-
m2+v2
22

p1Cm1,v1m-
m1+v1
21

.
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  证明

f(anx)=∑
r

i=1
piCmi,vi

(anx)
mi
2-1(mianx)-

mi+vi
2 (1+

vi

mianx
)
-
mi+vi
2

=

p1Cm1,v1m-
m1+v1
21 (anx)-

v1
2-1{1-

v1(m1+v1)
2m1

(anx)-1+
v21(m1+v1)(m1+v1+2)

8m2
1

(anx)-2+

∑
r

i=2

piCmi,vim-
mi+vi
2i (anx)-

vi
2-1

p1Cm1,v1m-
m1+v1
21 (anx)-

v1
2-1
[1-

vi(mi+vi)
2mi

(anx)-1+

v2i(mi+vi)(mi+vi+2)
8m2

i
(anx)-2+O(a-3

n )]+O(a-3
n )}=

p1Cm1,v1m-
m1+v1
21 (anx)-

v1
2-1{1+B1(anx)-1+B2(anx)-2+

v2
v1E3(anx)-

v2-v1
2 +

B3(anx)-
v2-v1
2 -1+

v3
v1E5(anx)-

v3-v1
2 +O(a-ξ1n )},

其中:n足够大,ξ1和B1,B2,B3由引理2给出,引理得证.
引理3 设F(x)和f(x)分别为有限混合费希尔分布的累积分布函数和概率密度函数,当规范化

常数an 满足(1)式时,则对于充分大的x>0,有
anf(anx)
1-F(anx)=

v1
2x

-1{1+(B1-E1)(anx)-1+(B2+E2
1-E2-E1B1)(anx)-2+

E3(
v2
v1-1

)(anx)-
v2-v1
2 +(B3-

v2
v1E1E3-B1E3+2E1E3-E4)(anx)-

v2-v1
2 -1+

E5(
v3
v1-1

)(anx)-
v3-v1
2 +O(a-ξ2n )},

其中

ξ2=min 3,12(v2-v1)+2,
1
2
(v3-v1)+1,

1
2
(v4-v1),

1
2
(v2+v3)-v1,v2-v1,v3-v1,v4-v1 .

  证明 由引理1,2可得证.
引理4 对 于 有 限 混 合 费 希 尔 分 布,当 规 范 化 常 数 an 满 足 (1)式 时,令 E(n,x)=

1+E1(anx)-1+E2(anx)-2+E3(anx)-
1
2(v2-v1)+E4(anx)-

1
2(v2-v1)-1+E5(anx)-

1
2(v3-v1)+O(a-ξ1n )

1+E1a-1
n +E2a-2

n +E3a-
1
2(v2-v1)n +E4a-

1
2(v2-v1)-1n +E5a-

1
2(v3-v1)n +O(a-ξ1n )

,

则对于充分大的x>0,有

E(n,x)=1+D1a-1
n +D2a-2

n +D3a-
1
2(v2-v1)n +D4a-

1
2(v2-v1)-1n +D5a-

1
2(v3-v1)n +O(a-ξ3n ),

E(n,x)(1-F(anx))=2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 x-

v1
2a-

v1
2n +

2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 (D3x-

v1
2 +E3x-

v2
2)a-

v2
2n +

2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 (D5x-

v1
2 +E5x-

v3
2)a-

v3
2n +O(x-ξ4),

E(n,x)(1-F(anx))2=4p21C2
m1,v1v-2

1m-(m1+v1)1 x-v1a-v1n +

4p21C2
m1,v1v-2

1m-(m1+v1)1 (D1+2E1x-1)x-v1a-v1-1n +O(a
-ξ5
n ),

其中

ξ3=min 3,12(v2-v1)+2,
1
2
(v3-v1)+1,

1
2
(v4-v1),
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1
2
(v2+v3)-v1,v2-v1,v3-v1,v4-v1 ,

ξ4=min
1
2v1+1

,1
2v2+1

,1
2v3+1

,v2-
1
2v1

,v3-
1
2v1

,1
2
(v2+v3)-

1
2v1  ,

ξ5=minv1+2,
1
2
(v2+v1),

1
2
(v3+v1),

1
2
(v3+v2),v2,v3  ,

D1=E1(x-1-1),

D2=E2x-2-E2
1x-1+E2

1-E2,

D3=E3(x-
1
2(v2-v1)-1),

D4=E4x-
1
2(v2-v1)-1-E1E3x-

1
2(v2-v1)-E1E3x-1+2E1E3-E4,

D5=E5(x-
1
2(v3-v1)-1).

  证明 由引理1可得证.

3 定理的证明

定理1的证明.根据引理1~4,可以得到

anf(anx)
1-F(anx)

1-F(anx)
1-F(an)

F-1(anx)=

anf(anx)
1-F(anx)x

-
v1
2E(n,x){1+(1-F(anx))+(1-F(anx))2(1+o(1))}=

v1
2x

-
v1
2-1{1+[(B1-E1)x-1+D1]a-1

n +

[(B2+E2
1-E2-E1B1)x-2+(B1-E1)D1x-1+D2]a-2

n +[E3(
v2
v1-1

)x-
v2-v1
2 +D3]a-

v2-v1
2n +

[(B3-
v2
v1E1E3-E3B1+2E1E3-E4)x-

v2-v1
2 -1+D1E3(

v2
v1-1

)x-
v2-v1
2 +

D3(B1-E1)x-1+D4]a-
v2-v1
2 -1

n +[E5(
v3
v1-1

)x-
v3-v1
2 +D5]a-

v3-v1
2n +2p1Cm1,v1v-1

1m-
m1+v1
21 x-

v1
2a-

v1
2n +

2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 [E3(

v2
v1-1

)x-
v2
2 +D3x-

v1
2 +E3x-

v2
2]a-

v2
2n +4p21C2

m1,v1v-2
1m-(m1+v1)1 x-v1a-v1n +

D3E3(
v2
v1-1

)x-
v2+v1
2 a-(v2-v1)n +O(a-ξ6n )},

其中:ξ6=min{3,
1
2
(v2-v1)+2,

1
2
(v3-v1)+1,v2-v1+1,

1
2
(v3+v2)+v1,v3-v1,

1
2v1+1

,

1
2v2+1

,1
2v3

,v2-
1
2v1

,1
2
(v2+v3-v1),v3-

1
2v1

,1
2
(v2+v1),

1
2
(v3+v1),

1
2
(v3+v2),v1+1}.

下面仅讨论情况(VI),其他情况类似可证.由引理3可知,当n→∞时,有

Δl
n(gn,Φ'v1/2

;x)=
anf(anx)
1-F(anx)

1-F(anx)
1-F(an)

F-1(anx)Fn(anx)-Φ'v1/2
(x)=

Φ'v1/2
(x){J1a-1

n +J2a-2
n +J3a-

v2-v1
2n +J4a-

v2-v1
2 -1

n +J5a-
v3-v1
2n +2p1Cm1,v1v-1

1m-
m1+v1
21 x-

v1
2a-

v1
2n +

2p1Cm1,v1v-1
1m-

m1+v1
21 J6a-

v2
2n +4p21C2

m1,v1v-2
1m-(m1+v1)1 x-v1a-v1n +J7a-(v2-v1)n -E1x-

v1
2-1a-1

n -

J1E1x-
v1
2-1a-2

n +ω6(x)a-min 2,12(v2-v1),
v1
2  n (1+o(1))},

其中

J1=(B1-E1)x-1+D1,
J2=(B2+E2

1-E2-E1B1)x-2+(B1-E1)D1x-1+D2,

12第2期 韦 杰,等:有限混合费希尔分布极值密度函数的渐近性质



J3=E3(
v2
v1-1

)x-
v2-v1
2 +D3,

J4=(B3-
v2
v1E1E3-E3B1+2E1E3-E4)x-

v2-v1
2 -1+

D1E3(
v2
v1-1

)x-
v2-v1
2 +D3(B1-E1)x-1+D4,

J5=E5(
v3
v1-1

)x-
v3-v1
2 +D5,

J6=E3(
v2
v1-1

)x-
v2
2 +D3x-

v1
2 +E3x-

v2
2,

J7=D3E3(
v2
v1-1

)x-
v2+v1
2 .

  以下分为3种情况给出Δl
n(gn,Φ'v1/2;x):

① 当2<v1≤4,v2≥2v1,Δl
n(gn,Φ'v1/2;x)=Φ'v1/2(x){(J1-E1x-

v1
2-1)a-1

n +p1Cm1,v1v
-1
1 m-

m1+v1
21

(2x-
v1
2-x-v1)a-min 2,12(v2-v1),

v1
2  n (1+o(1))}.

② 当2<v1<4,v1+2<v2≤2v1或v1≥4,v1+2<v2≤v1+4,有

Δl
n(gn,Φ'v1/2;x)=Φ'v1/2(x){(J1-E1x-

v1
2-1)a-1

n +(J3-E3x-
v2
2)a-min 2,12(v2-v1),

v1
2  n (1+o(1))}.

③ 当v1≥4,v2≥v1+4,有

Δl
n(gn,Φ'v1/2

;x)=Φ'v1/2
(x){(J1-E1x-

v1
2-1)a-1

n +

(J2-J1E1x-
v1
2-1-E2x-

v1
2-2+

1
2E

2
1x-v1-2)a-min 2,12(v2-v1),

v1
2  n (1+o(1))}.

  因此,可以得到,当n→∞时,有
aδ6n (anΔl

n(gn,Φ'v1/2
;x)-ψ6(x)Φ'v1/2

(x))→ρ6(x)Φ'v1/2
(x),

其中:ψ6(x)和ρ6(x)由定理1中的情况(VI)给出,定理1证明完毕.

定理2的证明.设x>0,在幂赋范条件下规范常数满足αn=an,βn=
2
v1

时,可以得到

Δp
n(hn,Φ'1;x)=hn(x)-Φ'1(x)=

nαnβnxβn-1Fn-1(αn x βnsign(x))f(αn x βnsign(x))-x-2Φ1(x)=
2n
v1anx

2
v1

-1Fn-1(anx
2
v1)f(anx

2
v1)-x-2Φ1(x)=

2
v1x

2
v1

-1{nanFn-1(anx
2
v1)f(anx

2
v1)-

v1
2x

-
2
v1

-1Φv1/2
(x

2
v1)}=

2
v1x

2
v1

-1Δl
n(gn,Φ'v1/2

;x
2
v1).

  在定理1中用x
2
v1去替换x,即可得到定理2的结论.定理2证明完毕.

* * * * * *
致谢:衷心感谢西南大学彭作祥教授在极值理论研究上给予的悉心指导.
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