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一类Sierpinski型自相似测度的非谱性研究
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摘 要:令μρQ,D 为平面上的Sierpinski型自相似测度,其中ρ为大于1的实数,Q 为2×2的正交对合矩阵,

D=
0
0  ,10  ,01  ,-1-1    为4个元素数字集.证明了当ρ=±

2r2q
p

且r>1时或者ρ=
2q
p

且ρQ∈

M2( )时,Hilbert空间L2(μρQ,D)具有指数型的无穷正交集但没有正交基,即μρQ,D 不是谱测度,这为解决平

面上测度的谱性提供了新的刻画.
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Thenon-spectralityofaclassofSierpinski-typeself-similarmeasures
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Abstract:LetμρQ,DbetheSierpinski-typeself-similarmeasuresontheplane,whereρisareal

numberbiggerthan1,Qisa2×2orthogonalandinvolutorymatrix,D=
0
0  ,10  ,01  ,-1-1    is

afour-elementdigitset.Inthispaper,weprovedthatifρ=±
2r2q
pandr>1

,orρ=
2q
pand

ρQ∈M2( ),thenHilbertspaceL2(μρQ,D)admitsorthogonalsetofinfiniteexponential
functionsbutnotanorthogonalbasis.InotherwordsμρQ,Disnotaspectralmeasure.This
providedanewcharacterizationforsolvingthespectralityofmeasuresontheplane.
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对于一个 n 上具有紧支撑的Borel概率测度μ,若存在复指数函数族

E(Λ):={e2πi<λ,x>:λ∈Λ}(Λ 为 n 中的可数集)
为Hilbert空间L2(μ)的规范正交基,则称μ为谱测度,Λ 为谱测度μ的谱.

谱测度的研究已经有很长的历史,可以追溯到1967年Landau[1]的工作.自1974年Fuglede[2]提出
著名的谱集猜想后,谱测度理论获得广泛关注[3-7].重要性之一在于,它们是建立L2(μ)上调和与非调和



Fourier分析的基础和前提.目前谱测度理论已在小波分析、调和分析、动力系统以及数论等方面有重要

的应用[8-11].另一方面,分形谱测度与勒贝格测度上的Fourier分析有着本质的区别.
分形测度是分形几何研究的重要内容之一,人们自然想知道典型的分形测度何时为谱测度.

Sierpinski型测度是一类非常重要的分形测度,其测度的谱性引起了众多研究者的兴趣.文献[12]研究

了由

ρ1 0
0 ρ2  和 D=

0
0  ,10  ,01    

生成的Sierpinski型测度的谱性,证明了μdiag[ρ1,ρ2],D
为谱测度当且仅当ρ1和ρ2都是被3整除的整数,此

结果的特殊情形ρ1=ρ2是文献[13]中的结果.受这些思想的启发,论文关注由一般矩阵和4个元素数字

集生成的Sierpinski型自相似测度的谱性.

设ρ为大于1的实数,Q 为2×2的正交对合矩阵,D=
0
0  ,10  ,01  ,-1-1    ,则在弱收敛意义

下,存在一个由无穷个离散测度卷积生成的Borel概率测度

μρQ,D =δ(ρQ)-1D*δ(ρQ)-2D*δ(ρQ)-3D*…, (1)

称μρQ,D 为Sierpinski型自相似测度,其中:δE =
1
#E∑e∈Eδe,#E 表示E 中元素的个数.

1 预备知识及主要结论

令Λ 为 n 中的可数子集,记E(Λ):={eλ:λ∈Λ},其中eλ=e2πi<λ,x>.若E(Λ)是L2(μ)的正交集,
则称Λ 是测度μ的正交集,其中:E(Λ)是指数型正交集意味着E(Λ)中任意元素两两正交.

给定测度μ,其傅里叶变换定义为

μ
︿(ξ)=∫e-2πi<ξ,x>dμ(x).

  令Z(h)={ξ:h(ξ)=0},此时,指数型函数族E(Λ)中元素正交等价于集合Λ 中元素的差(0除外)
是Z(μ

︿)中的元素,也称Λ 为双零集.
对于测度μρQ,D,由傅里叶变换的定义可得

Z(mD)= 
1
2
0  ,

0
1
2  ,

1
2
1
2   +2 2,

Z(μ
︿
ρQ,D)=∪

∞

k=1
(ρQT)kZ(mD), (2)

其中:mD(ξ)=δ
︿
D(ξ)=

1
#D∑d∈De2πi<λ,x>.

引理1[14] 设μ=ν*ω为两个概率测度ν,ω的卷积,且它们都不是Dirac测度.若离散集合Λ 是

测度ν的正交集且0∈Λ,则该集合Λ 也是测度μ的正交集,但不是测度μ的谱.
在以上基础上,得出如下结论.
定理1 设μρQ,D 为式(1)中定义的Sierpinski型自相似测度,则μρQ,D 有无穷正交集当且仅当ρ=

±
2r2q
p
,其中p,q,r是正整数且gcd(2q,p)=1.

在定理1前提下,证明了下列情形测度μρQ,D 是非谱的.

定理2 令ρ=±
2r2q
p
,其中p,q,r是正整数且gcd(2q,p)=1.若r>1,则μρQ,D 不是谱测度.

定理3 令ρ=±
2r2q
p
,其中p,q,r是正整数且gcd(2q,p)=1.若r=1且ρQ∉M2( ),则μρQ,D

不是谱测度.
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2 主要结论的证明

回顾(1)式

μρQ,D =δ(ρQ)-1D*δ(ρQ)-2D*δ(ρQ)-3D*….
  可将μρQ,D 重新写为

μρQ,D =*∞
k=1δ(ρQ)-kD =*δ(ρQ)-1D*μρ2E,(ρQ)-1D*μρ2E,D,

其中E 是单位矩阵且

μρ2,(ρQ)-1D:=μρ2E,(ρQ)-1D =δρ-2(ρQ)-1D*δρ-4(ρQ)-1D*…, (3)

μρ2,D:=μρ2E,D =δρ-2D*δρ-4D*…. (4)

  引理2[13] 设μρQ,D 为(4)中定义的自相似测度,则μρ2,D 存在无穷正交集当且仅当ρ=±
2r2q
p
,其

中p,q,r是正整数,gcd(2q,p)=1且x2r-2
q
p

在有理数范围内不可约.

此引理给出了μρ2,D 为无穷正交集存在的充要条件.下面引理说明μρ2,D 与μρ2,(ρQ)-1D 的无穷正交

集有关系,其证明直接由正交集的定义可得,这里不再赘述.
引理3[12] 设A 为n×n实扩张矩阵,Q⊂RRn为有限集,μA,Q

为满足

μA,Q =
1
#Q∑d∈QμA,Q

(A(·)-d)

的自相似测度,若B 为n×n可逆矩阵且满足AB=BA,则Λ 是μA,Q
的正交集当且仅当B*-1Λ 是μA,BQ

的正交集,其中B*是B 的转置.
定理1的证明.充分性由引理1,2可得,下面证明必要性.设Λ 为测度μρQ,D 的无穷正交集,则

Λ-Λ⊂Z(μ
︿
ρQ,D)∪{0}.

  由于

Z(μ
︿
ρQ,D)=Z(δ

︿
(ρQ)-1D)∪Z(μ

︿
ρ2,(ρQ)-1D)∪Z(μ

︿
ρ2,D),

及Ramsey定理(参考文献[16]中定理4.1),存在无穷子集Λ'⊂Λ,使得Λ'是μρ2,(ρQ)-1D 或μρ2,D 的无穷

正交集.由引理3,μρ2,(ρQ)-1D 有无穷正交集当且仅当μρ2,D 有无穷正交集.又由引理2可得ρ=±
2r2q
p
,

其中p,q,r是正整数且gcd(2q,p)=1.定理得证.

定理2的证明.记u:=ρ2r=
2q
p
,由(2)式可得

Z(μ
︿
ρQ,D)=∪

∞

k=1
(ρQT)kZ(mD)=∪

∞

k=0
∪
2r

i=1
(ρQT)2rk+iZ(mD)=∪

2r

i=1
∪
∞

k=0
uk(ρQT)iZ(mD).

  令

μi=δ(ρQ)-iD*δu-1(ρQ)-iD*δu-2(ρQ)-iD*…,i=1,2,…,2r,
可得

Z(μ
︿
i)=∪

∞

k=0
uk(ρQT)iZ(mD),

且

μρQ,D =μ1*μ2*μ3*…*μ2r.
  令0∈Λ 为μρQ,D 的无穷正交集,对任意λ1≠λ2∈Λ,有

λ1=uk1(ρQT)i1 1
2a
→,λ2=uk2(ρQT)i2 1

2b
→,

其中:k1,k2≥0,i1,i2∈{1,2,…,2r}且

a→,b
→
∈

1
0  ,01  ,11    +2 2.
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  由Λ 的正交性可得存在k≥0,1≤i≤2r,使得

uk1(ρQT)i1 1
2a
→-uk2(ρQT)i2 1

2b
→=uk(ρQT)i1

2c
→, (5)

其中:c→∈
1
0  ,01  ,11    +2ℤ2.不失一般性,可设i≤min{i1,i2}.

(I)若i1-i,i2-i都是偶数,则由(5)式可得

uk1ρi1-ia→-uk2ρi2-ib→=ukc→.
  由x2r-u在有理数范围内不可约,可得i1=i2=i,此时有

(Λ-Λ)\{0}⊂Z(μ
︿
i),i∈{1,2,…,2r}.

  由引理1可知Λ 不是μρQ,D 的谱.
(II)若i1-i,i2-i其中之一是偶数,不失一般性,可设i1-i为奇数,i2-i为偶数,由(5)式可得

uk1ρi1-iQTa→=uk2ρi2-ib→+ukc→,
进一步有

u2k1ρ2
(i1-i)‖a→‖2=u2k2ρ2

(i2-i)‖b→‖2+2uk2+kρi2-i<b→,c→>+u2k‖c→‖2.
  若i2≠i,与ρ的最小多项式为x2r-u矛盾,因此i2=i,上式简化为

u2k1ρ2
(i1-i)‖a→‖2=u2k2‖b→‖2+2uk2+k<b→,c→>+u2k‖c→‖2.

  由于等式右边为有理数,因此2(i1-i)=0或2(i1-i)=2r,此时有

(Λ-Λ)\{0}⊂Z(μ
︿
i)∪Z(μ

︿
i+r),i∈{1,2,…,r}.

  由引理1可知Λ 不是μρQ,D 的谱.
(III)若i1-i,i2-i都是奇数,同理(II),可得Λ 不是μρQ,D 的谱.
综上,定理得证.
定理3的证明.令

v=δ(ρQ)-1D*δ(ρQ)-3D*δ(ρQ)-5D*…,
因μρ2,D 由(4)式定义,可得

Z(μ
︿
ρ2,D)=∪

∞

k=1
(ρQT)2kZ(mD)=∪

∞

k=1
(2q
p
)
k

Z(mD)⊆Q2,

且

Z(v︿)=∪
∞

k=0
(ρQT)2k+1Z(mD)=(ρQT)∪

∞

k=1
(2q
p
)
k

Z(mD).

  可以判定
(ρQT) 2∩Q2={0}.

  事实上,若存在非零元素ω∈ 2,使得ρQTω∈ 2,则ρQ∈M2( ),与假设矛盾,因此上述判定正

确,可得
(Z(μ

︿
ρ2,D)-Z(μ

︿
ρ2,D))∩Z(v︿)=⌀,(Z(v︿)-Z(v︿))∩Z(μ

︿
ρ2,D)=⌀. (6)

  令0∈Λ 为μρQ,D 的正交集,则

Z(μ
︿
ρQ,D)=∪

∞

k=1
(ρQT)kZ(mD)=

(∪
∞

k=0
(ρQT)2k+1Z(mD))∪(∪

∞

k=1
(ρQT)2kZ(mD))=Z(v︿)∪Z(μ

︿
ρ2,D).

  又μρQ,D=μρ2,D*v,可得

(Λ-Λ)\{0}⊆Z(μ
︿
ρQ,D)=Z(v︿)∪Z(μ

︿
ρ2,D).

  对任意0≠λ∈Λ,由(6)式可得

(Λ-Λ)\{0}⊆
Z(v︿),λ∈Z(v︿),
Z(μ

︿
ρ2,D),λ∈Z(μ

︿
ρ2,D). 

  因此Λ 是测度v或μρ2,D 的正交集,由引理1可知Λ 不是μρQ,D 的谱.定理得证.
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